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| frattali sono belli sia da vedere che dal punto di vista matematico. Ne diamo una
breve introduzione partendo dalla struttura matematica di albero che, in casi particolari
come lo sviluppo (binario o decimale) dei numeri reali, ci e gia familiare.

Supponiamo di avere un insieme (finito o infinito) di punti nel piano o, piu in
generale, nello spazio e connettiamo questi punti traloro mediante dei segmenti; nel fare
cio decidiamo che, data una qualungue coppia di punti A e B esista sempre la possibilita
di percorrere una poligonae (cioe un numero finito di segmenti) cheinizianel punto A e
terminanel punto B.

Abbiamo cosi® costruito un grafo connesso il cui insieme di vertici, che
solitamente si denota con V, e costituito dai punti di partenza el cui insieme di lati (0
spigoli), che si denota con E (edges) € costituito dai segmenti che abbiamo disegnato.

Ogni segmento e individuato da una coppia di vertici A e B che congiunge;
per questo motivo viene denotato dalla coppia (non ordinata) (A,B). Due segmenti (A,B)
e (A',B") (aventi quindi vertici rispettivamente in A e B ein A’ e B') sono distinti se la
coppia (A,B) ediversadallacoppia (A',B"), insistiamo che per questo tipo di modello non
importal'ordine in cui sono scelti A e B: lacoppia (A,B) eidentica allacoppia (B,A).

Un percorso o cammino sul grafo € un susseguirsi di un numero finito segmenti
distinti tra loro. Tali segmenti formano una poligonale avente come punto iniziale un
vertice A e come punto finale un altro vertice A'. In questo caso diremo che tale cammino
congiungei due punti A e A'.

Un esempio semplice maimportante di grafo connesso € costituito da un poligono
regolare (quadrato, pentagono, esagono...). In questo caso i vertici ei lati coincidono con
quelli del poligono. Da questo semplice esempio si vede che, dati due vertici A e A', in
generale sara possibile trovare piu di un cammino che congiunge A con A'. Quando cio
non accade diciamo che il nostro grafo e un abero.

Quindi un albero (finito o infinito) & un grafo connesso in cui, dati comunque due



vetrici, esiste un unico cammino che li congiunge. Cio permette di definire una distanza
molto naturale tra i vertici: diciamo che due vertici A e A’ sono adistanza n se l'unico
cammino cheli congiunge ha n lati.

Gli alberi ei grafi vengono usati pesantemente nei contesti piu differenti: dalla
filogenetica alafinanza e al'informatica teorica.

Ci limiteremo qui a descrivere alcune semplici applicazioni alla filogenetica.
Quanto esposto ariguardo é tratto dal libro [1] per gentile concessione degli Autori.

Supponiamo di ipotizzare |I'evoluzione di una specie seguendo I'evoluzione di uno
0 piu caratteri. (alcuni esempi di caratteri sono: le ai negli insetti, il marsupio nel
marsupiai, il numero di ossicini nell'orecchio dei mammiferi). Assumiamo che un
carattere possa essere presente alo stato primitivo (plesiomorfo) oppure alo stato
derivato (apomorfo). Se due o pill specie hanno in comune un carattere primitivo si parla
di simplesiomorfia: per esempio I'uomo e il gatto possiedono nell'orecchio medio tre
ossicini dell'udito essendo questo un carattere primitivo comune a tutti gli atri
mammiferi, ereditato dalla specie capostipite. Viceversa quest'ultima, derivata da antenati
rettililiani con un solo ossicino nell'orecchio possedeva i tre ossicini come carattere
nuovo ed esclusivo: autogpomorfo. | due rami di mammiferi ai quali la specie capostipite
ha dato luogo (Marsupiali e Placentali) partecipano del nuovo carattere e per s parla
di sinapomorfia (condivisionein esclusivadi un carattere derivato).
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La struttura di questa figura costituisce una autoapomorfia quando rappresenta una
novita evolutiva, una sinopomorfia quando caratterizza un insieme di piu specie, e una
simplesiomorfia per le forme evolutive derivate successivamente e per le quali
rappresenta un carattere primitivo (da P.Ax).



Secondo i criteri filogenetici piu diffusi, I'abero che schematizza le relazioni di
parentela tra gli elementi di un monophylum va costruito in modo da minimizzare il
numero di innovazioni evolutive uguali che compaiono in modo indipendente: si assume
il criterio della parsimonia. Per semplificare ulteriormente il modello assumiamo che tutti
gli aberi siano dicotomici e che, nell'evoluzione delle specie, siano note solo quelle
terminali. Nonostante tutte queste assunzioni il numero degli aberi che descrive le
possibili evoluzioni cresce esponenzialmente all'aumentare delle specie: se per tre specie
strettamente imparentate ci sono solo 13 aberi possibili, per nove specieil numero supera
i due milioni! Osserviamo infine che, dall'osservazione delle specie terminali, spesso non
tutti i caratteri hanno la stessa probabilita di essere tramandati: avremo quindi delle
evoluzioni piu probabili e altre meno probabili.

|1 modello dell'albero omogeneo

Prendiamo ora in esame il modello matematico dell'albero. Ci limiteremo ad una
descrizione del piu semplici aberi possibili: quelli per cui da ogni vertice si dipartono
sempre |o stesso numero g+1 di lati. Tali alberi si dicono omogenei e il numero (intero)
g+l viene detto grado di omogeneita dell'albero. Gli aberi dicotomici sono, fatta
eccezione per la radice che risulta avere omogeneita due, alberi di omogeneita tre.
Osserviamo che ogni albero omogeneo ha necessariamente infiniti vertici. Nuovamente,
se pensiamo che I'evoluzione di una specie sia iniziata migliaia di anni fa, non disturba
pensare che un albero che descrive tale evoluzione abbia infiniti vertici, di cui le specie
terminali sono il "bordo" (s veda avanti per ladefinizione di bordo).

Fissamo un vertice O (origine) e decidiamo di "etichettare” tutti i vertici
dell'albero nel modo seguente: V3, Va,... V(grgy SON0 T g+l vicini di O, partiamo orada
V1, V11,V12,..,.V14 SON0 i q vicini di V. differenti da O che si trovano quindi a distanza
due da O e ripetiamo lo stesso lavoro per V... V(g+1) . Troveremo (g+1)q vertici a
distanza due da O, per ciascuno di questi etichettiamo i vicini adistanzatre da O : Questi
saranno quindi individuati da tre numeri per un totale di (q+1)g® vertici e ripetiamo
ancora lo stesso procedimento: ogni vertice V ad una certa distanza da O sara individuato
da una sequenza di numeri che permettono di ricostruire il percorso daO aV. A guesto
punto coloriamo i lati con questaregola: scegliamo g+1 colori differenti e facciamo si
che ad ogni vertice s incontrino tutti i g+1 colori, uno diverso per ciascun lato.
Osserviamo che lasceltadi O e del tutto irrilevante, nel senso che lafigura cosi ottenuta é
del tutto sovrapponibile (dopo eventuali scambi di lati aventi vertici in comune) a quella
che s ottiene scegliendo un altro vertice O' come origine. Questa grande abbondanza di
simmetrie rende gli alberi omogenei i piu semplici dastudiare.



Scegliamo ora g+1 numeri positivi pa, Py, ..., Pg+1 che abbiano come somma uno
e facciamo corrispondere ad ogni colore uno e uno solo di tali numeri. Essendo i p;
numeri positivi con somma uno, sono interpretabili come probabilita: precisamente,
pj rappresenta la probabilita di percorrere [o spigolo del colore associato a p;. Costruiamo
ora una passeggiata al eatoria (random walk) secondo questa legge: partiamo da un vertice
V scelto a caso: in un passo possiamo passare da VvV ad uno del suoi g+1 vicini con la
probabilita che corrisponde al colore dello spigolo (attenzione! la probabilita di stare
fermi in V é nulla siamo costretti a muoverci e possiamo passare solo ai vicini e non ai
vertici a distanza maggiore di uno). Dopo un passo ci troviamo quindi in un vertice V'
(diverso da V) e decidiamo che possiamo nuovamente procedere con un secondo passo
secondo le stesse probabilita sopra descritte: possiamo quindi in un secondo passo o
tornare in V ripercorrendo il lato precedentemente percorso con la stessa probabilita
oppure alontanarci daV in un vertice V" adistanzadue da V. E" naturale chiedersi quale
siala probabilita, partendo da V, di raggiungere, dopo n passi, un dato sottoinsieme A di
vertici dell'albero: pensiamo a modello di evoluzione delle specie: quali sono quelle che
hanno maggiore probabilita di estinguersi? Quali quelle piu probabili? Si possono
dimostrare molte cose: (si veda per esempio [2]) Dato un qualungue insieme finito A di
vertici la probabilita di visitare A infinite volte & nulla: cioe ci aspettiamo che dopo un
numero N sufficientemente grande di passi ci alontaneremo per sempre da A con
probabilita talmente prossima a uno da considerare questo evento certo.

Esistono del "bacini di attrazione', sono degli insiemi infiniti nei quali ci
troveremo quasi sicuramente dopo un numero abbastanza grande di passi. Tali "bacini di
attrazione" atro non sono che un primo semplice esempio di frattali che andremo ora a
descrivere.



| Frattali

Il primo, piu semplice modello di frattale e costituito dall'insieme di Cantor che
ben s presta alla descrizione del bacini di attrazione sopra citati. Consideriamo un albero
dicotomico:

Partendo dalla radice O decidiamo di mettere le etichette secondo questa regola
molto semplice: S sta per sinistrae D sta per destra; cosi ogni vertice saraindividuato da
una sequenza di S e D che stanno a dire se ci sSiamo spostati a destra o a sinistra partendo
dalla radice. Per esempio SDD staaindicare il vertice cerchiato nellafigura Si noti che
in questo albero ogni vertice, fatta eccezione della radice, ha grado di omogeneita 3.
L'insieme dei vertici si puo quindi identificare con l'insieme delle sequenze finitedi S e
D, dove decidiamo che la sequenza vuota corrisponde alaradice. Il bordo e I'inseme W
costituito dalle sequenze infinite di S e D. Per chi ha familiarita con |'espansione binaria
dei numeri compresi tra zero e uno non € difficile riconoscere che W risulta in
corrispondenza biunivoca con i numeri compres tra zero e uno. In effetti W e il primo
esempio di frattale.

Consideriamo ora una passeggiata aleatoria sull'albero dicotomico con questa
legge: |a probabilita di muoversi in un passo da un vertice ad un suo vicino é 1/3 fatta
eccezione per i vertici O, SeD; per la probabilita di andare da O a S oppureda O a
D e % mentre quella di tornare da S a O oppure da D a O non e uguale, ma vale 1/3.
Questa piccola complicazione deriva dal fatto che I'albero dicotomico non € omogeneo,
ma resta una questione di forma e non di sostanza. Veniamo oraa bacini di attrazione. Si
consideri un vertice V'  (ad esempio V=SS), sia W, l'insieme delle parole infinite che



iniziano con SS. nella figura 3 WA, rappresenta tutto cio che ha V come capostipite. Si
puod dimostrare che i "bacini di attrazione " sono tutti e soli gli insiemi W, a variare di V
nell'insieme di vertici. Inoltre se si considerano ora tre numeri non necessariamente
uguali py,p2 e ps a posto di 1/3,1/3,1/3, i bacini di attrazione rimangono invariati, mentre
variainvece la probabilita di raggiungere uno di essi: nel caso di probabilita tutte uguali
la probabilita di raggiungere W, € la stessa per tutti i V che si trovano alla stessa distanza
dallaradice, mentre cio non accade nel caso di p1,p2 e ps.-

Proponiamo ora una diversa costruzione per W. |l vantaggio di tale costruzione é
che essa sara applicabile a caso di oggetti di dimensioni maggiori di uno (ricordiamo
infatti che W e identificabile con un sottoinsieme di R).

Sia D l'insieme dei sottoinsiemi chiusi e limitati dell'intervallo [0,1]. Definiamo
una funzione F da D aD in questo modo: se A € un sottoinsieme di R , alora F(A) e
['unione di due sottoinsiemi A; e A, , dove

A;={a3cona inA}, A,={2/3+al3 conainA}.

Ricordiamo che X s dice punto fisso per F se F(X)=X. S puo dimostrare che in questo
caso € possibile introdurre un buona nozione di distanza trainsemi in modo tale che sia
applicabile atale F il famoso teorema di Banach-Cacciopoli riguardo I'esistenza di punti
fissi per F (s vedano per esempio [3, pag 268] e [4, pag 35] per tai fatti).

SiaH l'intervallo [0,1]. Allora

F(H)=[0,1/3] E[2/3,1]; F(F(H))=[0,L/91E [2/9,1/3] E[2/3,7/9]E [8/9,1].

Possiamo pensare che H corrisponda alla radice O, che gli intervalli [0,1/3] e [2/3,1]
corrispondano rispettivamente alle scelte sinistra e destra e cosi via ad ogni passo bisogna
scegliere un sottointervallo dell'intervallo in cui ci si trova. Tutto questo puo essere fatto
in maniera rigorosa e si puo dimostrare che esiste uno e un solo sottoinsieme C tae che
F(C)=C e che C e l'insieme di Cantor sopra descritto. Inoltre si pud costruire una
successione H,, di insiemi che approssimano C mediante le cosiddette iterate successive,
partendo da un arbitrario H iniziale (per esempio [0,1]) e definendo H1=F(H), Ho=F(H3),
Hn=F(Hn)=F(F(...F(H)))

Tale metodo costruttivo si puo ora applicare ai sottoinsiemi chiusi e limitati del piano,
0, volendo dello spazio. Le trasformazioni F del piano che agiranno su un insieme X sono
guelle note dalla geometria euclidea: le rotazioni, le traslazioni, le riflessioni, le
dilatazioni con fattore di dilatazione minore di uno. Data quindi una immagine X nel
piano s costruira F(X) mediante I'unione di due o pit insiemi costruiti a partire da X con
le regole sopra descritte. In molti casi si potra garantire I'esistenza di uno e un solo punto
fisso per F. Molti (ma non tutti!) frattali noti sono ottenibili in questo modo. In queste
figure sono illustrate le immagini che si ottengono con questo metodo partendo da un
rettangolo come immagine iniziale Q e definendo F(Q) I'unione di tre rettangoli ottenuti
tutti dal precedente mediante rimpicciolimento e rotazione.



Dopo “tante” iterazioni, con metodi piu raffinati, si ottiene lafigura seguente.



Abbiamo gia parlato di frattali in relazione alla dimensione dello spazio in cui il
frattale viene visto. Non € nostra intenzione addentarci qui nella nozione di dimensione
frattale dal momento che esistono varie possibili definizioni, correlate traloro in maniera
non facile e ognuna di esse tocca dei campi piuttosto delicati della matematica. Ci
limiteremo qui a descrivere la dimensione di autosimilarita che, nel caso di frattali
ottenibili come punto unito di particolari applicazioni, risulta coincidere con quella (piu
complessal) di Hausdorff.

Supponiamo di avere un oggetto e di rimpicciolirlo di un fattore 1/10 (la scelta del
fattore di riduzione é irrilevante a fine della trattazione). Siano A I'oggetto inizide e a
I'oggetto rimpicciolito. Possiamo chiederci quanti oggetti uguali ad a sono necessari per
riprodurre A. La cosa che immediatamente si evidenzia € che questo numero dipende
dalla dimensione di A. Se A e un segmento questo numero € 10 se A € un quadrato
guesto numero e 100 mentre nel caso del cubo tale numero € 1000. La relazione che
intercorre tra A e a @ de tipo Na=A , dove N=10° e D & la dimensione euclidea
dell'oggetto. Se ora cambiamo il fattore di riduzione, ci accorgiamo che, ameno nel caso
di figure geometriche regolari come quelle sopra menzionate, la relazione rimane uguale
aquella sopraindicata

Tornando ora al'insieme di Cantor C, osserviamo che riducendo C di un fattore
1/3, otteniamo due sottoinsiemi disgiunti la cui unione da ancora C: questo perché
C=F(C) e F é la funzione che trasforma un segmento nell'unione di due segmenti
disgiunti di ampiezza 1/3 del segmento di partenza. Riscrivendo quindi |'equazione che
vale per gli oggetti euclidei, riferitaa C, otteniamo

2=3°  equindi D=log2/log3

Osserviamo con sorpresa che D non € un intero, ciononostante € universalmente
riconosciuto come la"dimensione" dell'insieme di Cantor. Attenzione che non e detto che
tutti i frattali debbano necessariamente avere una dimensione non intera anche se questo
capitaper i piu famosi.

Le immagini sono tratte dal libro Biogeografia, la dimensione spaziale dell'evoluzione,
per gentile concessione degli Autori.
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